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Problema se imparte de fapt in doué subprobleme independente:

e aflarea numaéarului de kilograme minim pentru cutii si crearea sirului de cutii

e impartirea sirului de cutii in doud loturi care au suma discrepantelor minima

Mai departe, vom aborda separat solutiile pentru cele doud subprobleme.

Numarul de kilograme al cutiilor si sirul de cutii

Observatie 1. Din restrictiile problemei cu privire la cutiile mixte, se observad cd suma matricilor
gramezilor de portocale si banane formeazd matricea mixta pe care ar trebui sa lucram, daca alegem
sd impachetam mixt fructele.

Observatie 2. Problema impune urméatoarea strategie: gasirea numarului minim de kilograme pentru
cutiile de banane, apoi pentru cele de portocale, apoi pentru cele mixte, iar varianta de impachetare se
va alege conform:

min(cport -A+Cpan ‘B ,Crixt C)

unde Cport, Chan, Cmigt Teprezinta numarul minim de kilograme al cutiilor pentru fiecare tip in parte.

Deci, problema gdsirit numarului de kilograme se rezolva prima data independent pentru portocale,
banane si mixt, apoi se combina solutiile. In continuare, vom nota cu fructe una dintre cele trei matrice
(iar ideile explicate in continuare se aplica de 3 ori la fel, pe rand, pe fiecare matrice).

In functie de care dintre valori este cea mai micd, vom alege sd impachetam fructele separat sau impreuni.

Observatie 3. Daca stim numarul de kilograme al unei cutii, impachetarea se poate realiza foarte usor.
Numim simulare urmatoarea metoda de impachetare in cutii cu un numar cunoscut de kilograme maxim:
la fiecare moment, avem o singurd cutie deschisa (pentru tipul respectiv de fructe). Daci gramada incape
in cutie, o addugam (daca nu depasim numarul maxim de kilograme). Altfel, cutia se inchide si se deschide
una noud in care punem gramada curentd. La finalul zilei, dupa ce am parcurs toate gramezile, inchidem
cutia care a rdmas deschisa. Prin aceasta strategie se formeaza sirul de cutii dacd cunoastem numarul de
kilograme al cutiilor. Mai departe, vom vedea cum putem s aflaim acest numar de kilograme.

Subtask 1. Avem K = N cutii.

Stim ca toate fructele trebuie impachetate, iar cutiile nu pot sa contina fructe din zile diferite, ceea ce
inseamnd ci se alocd cate o cutie in fiecare zi. In plus, din moment ce toate gramezile trebuie impachetate,
toate gramezile dintr-o zi anume vor fi puse intr-o singura cutie. Asadar, numéarul de kilograme ale cutiilor
de un anumit tip va fi egal cu suma maxima a unei linii din matricea de fructe. Fiecare linie determini o
cutie, deci pentru a crea sirul, calculam sumele liniilor si punem aceste sume intr-un alt sir.

Complexitate: O(N - M)
Subtask 2. Avem K = N + 1 cutii.

Din primul subtask, stim ca dacad avem N cutii, in fiecare zi se aloca o singura cutie. La acest subtask, mai
avem o cutie in plus pe care o putem folosi. Din moment ce vrem s minimizam cutia cu numér maxim
de kilograme, aceasta ultima cutie trebuie alocata liniei (zilei) cu numéar maxim de kilograme (vrem sa
impartim cutia maxima in alte doud cutii, incercand astfel minimizarea). Presupunem ca linia i este cea
care determind cutia maxima. Deci, cAutdm un moment de timp (o coloand) j astfel incit s& minimizam
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maximul dintre suma elementelor de la coloana 1 la coloana j si suma elementelor de la coloana j + 1 la
coloana M, pe linia ¢. Acest lucru se poate face cu ajutorul unor sume partiale pe linia i, sau calculand
suma totala si scazand de fiecare datd elementul de pe pozitia j (j — 1, M), sau se acceptd si luarea pe
rand a coloanelor si calcularea sumei din stanga si sumei din dreapta de fiecare data.

Complexitate: O(N - M + N?) sau O(N - M + N)

Subtask 3. Toate gramezile au acelasi numar de kilograme.

Generalizand ideea de la Subtask 2, de fiecare data cind vrem si alocdm o noué cutie, aceasta ar trebui
alocata cutiei cu numar maxim de kilograme. Consideram momentan K = N cutii. Din moment ce toate
gramezile sunt identice si toate zilele au acelasi numar de gramezi, se observa ca nu conteaza dacd K = N
sau K < 2. N — 1, pentru ci ar trebui si alocim cutii in plus pentru fiecare zi pentru a minimiza cu
adevarat cutia maxima. De aici, se poate concluziona cé in fiecare zi trebuie s& alocadm acelasi numar de

cutii (putem aloca si mai multe intr-o anumita zi, dar fard niciun efect real in minimizarea kilogramelor
cutiilor, din moment ce toate zilele aratd identic). Asadar, numarul de cutii alocate in fiecare zi va fi:

N

Totodata, vrem ca aceste cutii din fiecare zi sa aiba un numaéar cat mai apropiat de kilograme una de
cealaltd, deci vom incerca sd punem un numar de gramezi cit mai egal in fiecare cutie. Notdm cu X
numarul de cutii alocate in fiecare zi. Numarul de gramezi al cutiei maxime va fi egal cu:

XI+Y

unde Y =0 dacd M mod X =0 ,sau Y =1 in caz contrar.
Complexitate: O(N - M)
Subtask 4. Suma gramezilor din oricare zi este < 1000, iar M si N sunt < 100.

&)

Din moment ce suma gramezilor din fiecare zi este maxim 1000, inseamna ca nici capacitatea cutiilor nu
va fi mai mare de 1000. Astfel, putem sa trecem prin toate capacitatile (de la 1 la 1000) si s vedem
dacé putem si facem o impachetare, avand cutiile cu acel numar de kilograme, folosind bineinteles maxim
K cutii (lucru care se face printr-o simulare). Prima capacitate care respectd acest lucru este chiar cea
minima pe care noi o cautam.

Complexitate: O(N - M- maﬂ?z‘(% Jructeli][5]))

7j=1

Subtask 5, 6. Vom aborda o tactica similara celei de la Subtask 4. Vom face in continuare o simulare
pentru fiecare capacitate. Cum am putea insi si cdutdm mai optim capacitatea fara sa trecem prin toate
cele posibile? Ideea va fi sa facem o cautare binard pe raspuns. Retinem:

st = min(fructeli][j])
M

dr = maz;( > fructeli][j])
j=1
unde ¢ si j reprezintd o linie si o coloand a matricei cu fructe. La un pas al cautarii binare, vom avea:
mij = (st +dr)/2

Facem o simulare, unde consideram capacitatea cutiilor = msj. In urma rezultatului, concluzionam:

e Daca reusim sa facem impachetarea si am folosit maxim K cutii, atunci este clar ca impachetarea
se poate face si daca am creste capacitatea cutiilor. Deci nu are rost sa verificim capacitatile strict
mal mari.
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dr < mij

e Daca nu reusim si facem impachetarea, atunci este clar ca impachetarea nu se poate face nici daca
am scadea capacitatea cutiilor. Deci nu are rost sa verificam capacitatile mai mici sau egale.

st < mij+1
Ne oprim in momentul in care st = dr, in oricare din variabile fiind de fapt numéarul de kilograme cautat.

Complexitate: O(N - M- log( maxi(% fructe[i][7])))
j=1

Impartirea sirului in doua loturi cu suma discrepantelor minima

In continuare, trebuie sd gésim o impartire a sirului de cutii, astfel incat sa minimizadm suma celor doua
discrepante a celor doua loturi. Reamintim c& o discrepanta a unui lot este diferenta dintre cutia maxima
si cutia minimé (care pot sa coincidd - un lot poate sd contind si o singura cutie).

Mai departe, notam cu S sirul de cutii si () numarul de cutii.

Subtask 1, 2, 4, 5. In principiu, numarul de cutii care se crecazi este < 10

Putem face un drute force pentru a afla discrepantele. Parcurgem toate pozitiile de la 1 la Q —1. Notam
o pozitie curentd cu i. Pentru fiecare pozitie, parcurgem si retinem cutia minima si cutia maxima din
subsirul de la 1 la ¢ si apoi din subsirul de la 7 + 1 la (). Discrepanta minima va fi:

min; (Maz g ) — MING[1—i] + MATS[i+1-Q] — MINS[i+1-Q])

Complexitate: O(Q?)
Subtask 3, 6. 10* < Q < 10°

Pentru a rezolva mai eficient, vom crea urmatoarele doud siruri:

[i] = cutia minim4 din subsirul [1 — 7]
i

maxg[i] = cutia maxima din subsirul [1 — ]

MIN st

ming-[i] = cutia minima din subsirul [i — Q]

mazg[i] = cutia maxima din subsirul [i — Q]

Cele doua siruri din stanga se parcurg de la 1 la @), iar cele doua din dreapta se parcurg de la @ la 1, si
se formeaza prin urméatoarea recurenta:

] = Slil, dacdi=1
ming
i min(mingli — 1], S[i]), altfel

daca i =1
maxst =
max(maxs|i — 1], S[i]), altfel
dacd i = Q
ming, [i] =
man(ming,[i + 1], S[i]), altfel
dacad i = Q
maxg,[i
max(maxg.[i + 1], S[i]), altfel

Luam fiecare pozitie i (de la 1 la @ —1) in parte, iar suma minim4 a discrepantelor se afla dupd urmatoarea
formula:
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min;(mazg (i) — ming[i] + mazg.[i + 1] — ming,[i + 1])

Precalcularea sirurilor se face in complexitate O(Q), la fel si aflarea sumei minime dintre discrepante,
obtindnd complexitatea finala O(Q).

Nota
Complexitatea unui subtask este datd de suma celor doud complexitati ale subproblemelor in parte.
Complexitatile sunt de timp, memoria nu ar trebui sa creeze probleme.

La subtask 5 si 6, in cdutarea binara pentru aflarea numarului minim de kilograme, st si dr pot fi initializate
si cu valorile minime si maxime posibile indiferent de caz, adica st « 1, respectiv dr < 10°.

Exercitiu: Cum putem face impartirea eficient daca ar trebui impartit sirul in 4 loturi cu suma
discrepantelor minim#? Hint: Complexitate O(Q?)
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