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Barem - Clasa a X-a

1. Fie ABC'D un paralelogram. Pe laturile AB si BC se construiesc triunghi-
urile echilaterale ABE si BC'F, primul spre interior iar al doilea spre exte-
rior. Sa se arate ca daca punctele D, E, F sunt coliniare, atunci paralelogra-
mul ABC'D este romb.

Petru Braica

Barem. Consideram originea planului complex in punctul D. Fie a, c afixele
punctelor A, respectiv C. Afixul lui B este a + ¢ ... 1p

iar afixele punctelor E si I sunt a + ce, respectiv ¢+ ag, unde €3 = 1, € # 1.

. 2p
s a+c a+ce __ a+ce —= 2 2\
D, E, F coliniare & 7= € R & 7= = 22 & (E —¢)(|a]* — [c]*) = 0.
. 3p
Cum € # ¢ avem |a| = || & DA = DC, adica ABCD este romb. ... 1p
[

2. Sa se determine toate functiile monotone f : R — R pentru care

f(f(@) + f(f(y) = flz +y)f(zy)

pentru orice x,y € R.

Bogdan Blaga

Barem. Fie f(0) = ¢, atunci pentru x = y = 0 avem ca f(c) = & si pentru
2

y = 0, oricare ar fi z € R gasim f(f(x)) =cf(z) — 5 (1). ... 1p

ol
2

Cu (1) ecuatia data devine

c(f(@)+ fy) =+ fle+y) flz-y) (2)



.1p

Pentru z = 1, y = —1 din (2) gasim c& cf(1) + cf(—1) = & + c¢f(—1), de
unde aflam cf(1) = ¢? ... 1p

I. Daca ¢ # 0, atunci f(1) = ¢ si cuy = 1 1n (2) obtinem cf(x) = f(x) -
f(z+ 1) pentru orice = € R, egalitate care daca f(z) # 0 oricare ar fi z € R
ne conduce la f(z) = 2, oricare ar fi x € R, care este solutie a ecuatiei.

.1p
Daca exista zg € R cu f(xg) = 0, atunci cf(zg — 1) = c¢f(zo — 1) f(x0) = 0,
so f(zg—1) = 0. Cum f este monotonica, se obtine ca f(x) = 0 oricare ar fi
x € [xg—1, x0]. Inductiv, se obtine ca f(z) = 0, oricare ar fi x < zy. Oricare
ar iz € R, in relatia (2) alegem y € R astfel incat y < min(zg, zo—2z) pentru
a obtine cf(z) = ¢?, ce implica f(x) = ¢, oricare ar fi x € R, o contradictie.

. 1p

IT. Daca ¢ = 0, relatiile (1) si (2) ne conduc la f(f(z)) =041 f(z+y)f(zy) =
0 pentru orice z,y € R. Daca z € (—o0,0] U [4,00) exista z,y € R astfel

incat z +y = xy = z, de unde f?(z) = f( 1f(z) = flea +y)f(zy) = 0 s
atunci f(z) = 0 gi in concluzie f este functia nula.

. 2p
O

. (a) Fie 21,20 € C siw=cos” +isin”,n € N,n > 2. Sd se arate ca

Z]zl—l—zgw Z]zl—irzw% 2.

(b) Fien € Nyn > 2 si AjAy ... As,, B1Bs ... By, poligoane regulate la fel
orientate. Sa se arate ca

n n

2 2
§ A2k—1BQk—1 = E Ang%.
k=1 k=1

Dan-Stefan Marinescu

Barem. (a) Cum z -z = |2]?, Vz € C avem

n

n n
Z |21 + 29 - W?*)? = n|z1 | + 2120 - Zw% + 2 -z—QZw% +nlzl* =
k=1

k=1 k=1

1_w2n+ L 1_—2n
— z -Z .
1—w? NP1

=n(|z1]* + |22)?) + 7120 - =n(|z1]* + |22]%)

. 2p



Prin acelagi procedeu gasim c& si membrul drept este n(|z1|*+ |22]?), de unde
deducem egalitatea de la (a)

.1p

(b) Admitem ca poligoanele sunt la fel orientate. Fie a afixul centrului
cercului circumscris poligonului A;As ... As,, si b afixul centrului cercului
circumscris poligonului By B; . .. Bsy,. De asemenea, notam cu ay, as, . . ., oy,
bi,ba, ..., by, afixele punctelor Ay, Ag, ... Ay, respectiv By, Bo, ..., Ba,.

. 1p
Pentru k € {2,3,...,2n} avem aj, = a + (a1 — a)w" ™1, by, = b+ (by — b)w*™!
. 1p
ApBy = |la—b+ (a; —a— by +b)w* 1|, oricare ar fi k € {1,2,...,2n} ... 1p

si din (a) se deduce egalitatea de la (b). ... 1p
L]

. Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2%*) = (2%), unde prin ()
am notat numarul intreg k ce verifica k — % <z <k+ % Numarul (x) se
numeste cel mai apropiat intreg de x.

Ovidiu Pop

Barem. (z) = [z + 1], oricare ar fi # € R, unde [] : R — Z este functia
parte intreaga.

Daca (z) < —1, atunci z < —1 deci 2®) ¢ Z. Asgadar pe acest interval

ecuatia nu are solutii. ... 1p
Daca z € [—%, %), (x) = 0 si ecuatia devine 1 = [2’” + %] , care este verificata
de orice x € [—%,%) ... 2p
Pe orice interval de forma [L;l, @), k € N*, ecuatia devine
k N ko1 .
2" = |2"+ —| siorice x € |logy [ 2" — = | ,log, | 2" + =
2 2 2
este solutie ... 3p

In concluzie, multimea solutiilor este

33 o U o (- ) s (4 )) |

1p



