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Barem - Clasa a XI-a

1. Fie A, B,C € M,(C) astfel incat A+ B*+C? = AB+BC+CA. Demonstrati
ca det(AB+ BC +CA— BA—-CB— AC) =0 sau 3|n.

Mihai Opincariu, Brad

Barem. Fie ¢ € C astfel incat > =1, e # 1, atunci £ =2 si 1 + 2 = —¢.
Asadar

(A+eB+2C)(A+EB+¢eC)=—e(AB+ BC+CA— BA—-CB— AC)

.. 2p
i (A+EB+¢eC)(A+eB+eC)=—-eAB+BC+CA—-BA—-CB—- AC)
.. 2p
Prin trecere la determinant in cele doua egalitati obtinem

(—e)"det(AB+ BC +CA—- BA—-CB— AC) =

= (—&)"det(AB+ BC +CA—-BA—-CB - AC)
.. 2p
si de aici rezulta concluzia. . 1p
O]

2. Fiea,b,c,d €R* cub,d>0 i f:R— R o functie surjectiva, derivabild cu
I continua gi f* > 0. In plus, f are proprietatea proprietatea ca

acos(bf(x)) = ccos(df(x)) (1)

pentru orice x € R. Ardtati ca a =c sib=d.

Bogdan Blaga



Barem. Daca |a| > |c|, din surjectivitatea lui f exsita zo € R astfel incat
f(x0) = 0 si atunci |a| = [c|| cos(df (x0))| < ¢, la fel daca |a| < [c| se ajunge
la o contradictie. In consecinta |a| = |¢|. ... 2p

Prin derivare gasim ca
abf'(x)sin(bf (z)) = cdf'(z) sin(df (x)), Vo € R (1)
1p

Cum f’ nu poate fi functia nula, exista u,v € R, cu v < v ¢ f'(z) > 0,
oricare ar fi € (u,v), atunci (1) devine

absin(bf(z)) = edsin(df (x)), Vo € (u,v)
care prin derivare conduce la
ab? cos(bf(x)) = cd® cos(df (z)), Vo € (u,v)
. 2p
Daca cos (bf(z)) = 0, Vx € (u,v), atunci derivand se obtine prin derivare

sin(bf(x)) = 0, Vo € (u,v), ceea ce nu e posibil (deoarece cos?(bf(r)) +
sin?(bf(x)) = 1). Atunci b*acos(bf(z)) = d*ccos(df(z)), de unde rezulta

b> = d? si apoi b = d. Mai mult, dacd a = —c gasim > +d?> = 0, o
contradictie.

. 2p

m

. Fien € N;n > 2 si matricele A, B € M, (R) cu proprietatea ci A?> = B?.
Daca n este impar, sa se arate ca

a) det(AB — BA) = 0;
b) det(A+ B) =0 sau det(A — B) = 0;
c) det[(AB)* — (BA)*] = 0, oricare ar fi k € N*.

Ovidiu Pop

Barem. a) 0 < det(A—B)*(A+B)? = det(A—B)(A+B)-det(A+B)(A—B)
= det(AB — BA)(BA — AB) = (—1)" [det(AB — BA)]* de unde concluzia.

. 2p

b) Din (A — B)(A + B) = AB — BA prin trecere la determinant gasim ca
det(A — B) - det(A + B) = det(AB — BA) si apoi din a) rezulta concluzia.

. 2p

c) (AB) - (BA) = A%, (BA) - (AB) = B* = A% i atunci (AB) - (BA) =
(BA)- (AB)



Cu egalitatea de mai sus avem
(AB)¥ — (BA)* = (AB — BA) - [(AB)* ' + ...+ (BA)*],

de unde rezulta concluzia ... 2p

. Se considera sirul (x,)n>2 definit prin

e —1
Tp = —5—— —

n.

a) Sd se arate cd lim z, = 1.

n—o0

9 . o l
b) Sa se calculeze nh_)IgO n(x, — 3).

Dorin Andrica si Dan-Stefan Marinescu

Barem. Limita se obtine din

tet—1)—e”+1 1

lim —
=0 tle” —1) 2
.1p
2
La acest rezultat se ajunge cu ajutorul limitei remarcabile Ilfir% ¢ a L — 1
—
aplicand regula lui L’Hospital. ... 1p
b) Vom calcula
1| 2tet — 2t — 2 +2 —te” 4t
lim — 5 =
t—0 2t t(et” — 1)
1. 2tet — 2t —2e” 42—t +1t
— lim
2 t—0 t4
. 2p

Pentru ultima limita vom face apel, in mod repetat la regula lui L’Hospital.

Se obtine ca
2tet —2t —2e” +2—te +t 2

fm # 3
2p
n consecinta n1_>n010 n (:cn 2) 3 p



