
Barem - Clasa a XI-a

1. Fie A,B,C ∈ Mn(C) astfel ı̂ncat A2+B2+C2 = AB+BC+CA. Demonstraţi
că det(AB +BC + CA−BA− CB − AC) = 0 sau 3|n.

Mihai Opincariu, Brad

Barem. Fie ε ∈ C astfel ı̂ncât ε3 = 1, ε ̸= 1, atunci ε = ε2 şi 1 + ε = −ε.
Aşadar

(A+ εB + εC)(A+ εB + εC) = −ε(AB +BC + CA−BA− CB − AC)

. . . 2p

şi (A+ εB + εC)(A+ εB + εC) = −ε(AB +BC + CA−BA− CB − AC)

. . . 2p

Prin trecere la determinant ı̂n cele două egalităţi obţinem

(−ε)n det(AB +BC + CA−BA− CB − AC) =

= (−ε)n det(AB +BC + CA−BA− CB − AC)

. . . 2p

şi de aici rezultă concluzia. . . . 1p

2. Fie a, b, c, d ∈ R∗ cu b, d > 0 şi f : R → R o funcţie surjectivă, derivabilă cu
f ′ continuă şi f ′ ≥ 0. În plus, f are proprietatea proprietatea că

a cos(bf(x)) = c cos(df(x)) (1)

pentru orice x ∈ R. Arătaţi că a = c şi b = d.

Bogdan Blaga



Barem. Dacă |a| > |c|, din surjectivitatea lui f exsită x0 ∈ R astfel ı̂ncât
f(x0) = 0 şi atunci |a| = |c|| cos(df(x0))| ≤ c, la fel dacă |a| < |c| se ajunge
la o contradicţie. În consecinţă |a| = |c|. . . . 2p

Prin derivare găsim că

abf ′(x) sin(bf(x)) = cdf ′(x) sin(df(x)), ∀x ∈ R (1)

. . . 1p

Cum f ′ nu poate fi funcţia nulă, există u, v ∈ R, cu u < v şi f ′(x) > 0,
oricare ar fi x ∈ (u, v), atunci (1) devine

ab sin(bf(x)) = cd sin(df(x)), ∀x ∈ (u, v)

care prin derivare conduce la

ab2 cos(bf(x)) = cd2 cos(df(x)), ∀x ∈ (u, v)

. . . 2p

Dacă cos (bf(x)) = 0, ∀x ∈ (u, v), atunci derivând se obţine prin derivare
sin(bf(x)) = 0, ∀x ∈ (u, v), ceea ce nu e posibil (deoarece cos2(bf(x)) +
sin2(bf(x)) = 1). Atunci b2a cos(bf(x)) = d2c cos(df(x)), de unde rezultă
b2 = d2 şi apoi b = d. Mai mult, dacă a = −c găsim b2 + d2 = 0, o
contradicţie.

. . . 2p

3. Fie n ∈ N, n ≥ 2 şi matricele A,B ∈ Mn(R) cu proprietatea că A2 = B2.
Dacă n este impar, să se arate că

a) det(AB −BA) = 0;

b) det(A+B) = 0 sau det(A−B) = 0;

c) det[(AB)k − (BA)k] = 0, oricare ar fi k ∈ N∗.

Ovidiu Pop

Barem. a) 0 ≤ det(A−B)2·(A+B)2 = det(A−B)(A+B)·det(A+B)(A−B)

= det(AB −BA)(BA− AB) = (−1)n [det(AB −BA)]2 de unde concluzia.

. . . 2p

b) Din (A − B)(A + B) = AB − BA prin trecere la determinant găsim că
det(A−B) · det(A+B) = det(AB −BA) şi apoi din a) rezultă concluzia.

. . . 2p

c) (AB) · (BA) = A4, (BA) · (AB) = B4 = A4 şi atunci (AB) · (BA) =
(BA) · (AB)



. . . 1p

Cu egalitatea de mai sus avem

(AB)k − (BA)k = (AB −BA) ·
[
(AB)k−1 + . . .+ (BA)k−1

]
,

de unde rezultă concluzia . . . 2p

4. Se consideră şirul (xn)n≥2 definit prin

xn =
n
√
e− 1

n2√
e− 1

− n.

a) Să se arate că lim
n→∞

xn = 1
2
.

b) Să se calculeze lim
n→∞

n(xn − 1
2
).

Dorin Andrica şi Dan-Ştefan Marinescu

Barem. Limita se obţine din

lim
t→0

t(et − 1)− et
2
+ 1

t(et2 − 1)
=

1

2

. . . 1p

La acest rezultat se ajunge cu ajutorul limitei remarcabile lim
t→0

et
2−1
t2

= 1 şi

aplicând regula lui L’Hospital. . . . 1p

b) Vom calcula

lim
t→0

1

2t

[
2tet − 2t− 2et

2
+ 2− tet

2
+ t

t(et2 − 1)

]
=

1

2
lim
t→0

2tet − 2t− 2et
2
+ 2− tet

2
+ t

t4

. . . 2p

Pentru ultima limită vom face apel, ı̂n mod repetat la regula lui L’Hospital.

Se obţine că

lim
t→0

2tet − 2t− 2et
2
+ 2− tet

2
+ t

t4
= −2

3

. . . 2p

În consecinţă lim
n→∞

n
(
xn − 1

2

)
= −1

3
. . . . 1p


